WELASNOSCI FUNKCJI

Poziom podstawowy

Zadanie 1 (3 pkt.)

Ktore z przyporzadkowan jest funkcja?

a) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowana jest jej odwrotnosc.

b) Kazdemu wuczniowi klasy pierwszej przyporzadkowane sa jego oceny okresowe
z przedmiotow.

c¢) Kazdemu kwadratowi przyporzadkowany jest obwod, ktéry jest liczba catkowita
dodatnia.

d) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowana jest liczba o trzy wigksza.

Zadanie 2 (4 pkt.)

Dana jest funkcja fi{ 1, 2, 3,4 } — R okreslona wzorem f(x)=x+1. Podaj okreslenie tej
funkcji za pomoca:

a) grafu;

b) tabeli;

c) opisu stownego;

d) wykresu.

Zadanie 3 (5 pkt.)

Funkcjg¢ f okreslono nastgpujaco: kazdej liczbie ze zbioru X = { -2, -1. -%, 0, %, 1,2}
przyporzadkowujemy liczbg bedaca jej kwadratem.

a) Wyznacz zbidr wartosci tej funkcji.

b) Dana funkcj¢ okres$l za pomoca : tabelki, wzoru, grafu i wykresu.

Zadanie 4 (9 pkt.)

Odczytaj z wykresu funkcji f:

a) dziedzing i zbidr wartosci;

b) argumenty dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne;

¢) argumenty dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci wigksze od 1;
d) przedzialy monotonicznosci;

¢) odezytaj f(0), f(4), f(7);

f) warto$¢ najmniejsza 1 najwigksza;

g) narysuj wykres funkcji g(x) = f(x)+2;

h) narysuj wykres funkcji A(x) = f(x—2).
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Zadanie 5 (6 pkt.)

Znajdz dziedzing funkcji o rownaniu: f(x) = 21 X _; +4x+1.
X +x x-—

Zadanie 6 (5 pkt.)

Naszkicuj wykres funkcji spetniajacy nastgpujace warunki wiedzac, ze
a) D, =(-4-1)U(4+x);

b) zbior wartosci Y = <— 2;5);

C) miejsce zerowe: x, = —3;

d) funkcja ro$nie w przedziale <— 4;— 1);

e) funkcja maleje w przedziale <4;+ oo).

Zadanie 7 (4 pkt.)

Dana jest funkcja y = x°. Naszkicuj wykres funkcji g(x) jesli:
a) g(x)=x>+3;

b) g(x)=(x~-2)";

¢) g(x)=(x+1)7—-4.

Zadanie 8 (4 pkt.)
x—6 dla x2>5

Funkcja okres$lona jest wzorem f(x)=<—-x+2 dla -5<x<5.
x+5 dla x<-5
Podaj miejsca zerowe tej funkcji.

Zadanie 9 (3 pkt.)

Funkcja dana jest wzorem f(x) =
6—3x

a) okresl dziedzing funkcji f;
b) wyznacz jej miejsca zerowe.

Zadanie 10 (4 pkt.)

Rozwazmy zbidr wszystkich prostokatow o obwodzie 40. Funkcja f przyporzadkowuje
dhugosci jednego boku prostokata z tego zbioru dtugo$¢ jego drugiego boku:

a) wyznacz dziedzing tej funkcji;

b) ustal wzor, ktdry opisuje to przyporzadkowanie;

¢) wyznacz zbior wartosci funkcji.

Zadanie 11 (5 pkt.)
Oblicz brakujaca wspotrzedna jesli, g(x) = ;7 -11 A(— 6, a) , B(b,2) )
X+

Zadanie 12 (2 pkt.)
Punkt C o odcietej 3 nalezy do wykresu funkcji f(x) = x* — 3. Wyznacz rzedna tego punktu.



Zadanie 13 (3 pkt.)
Punkt D o rzednej réwnej -2 nalezy do wykresu funkcji f(x)=x"+2. Wyznacz odcieta
punktu D.

Zadanie 14 (4 pkt.)

Rowerzysta wjezdza pod gore bez pedatlowania z predkoscia opisana rdéwnaniem:
v(t) =12—-1,5¢ m/s. Po jakim czasie zatrzyma si¢? Zilustruj dana sytuacj¢ w uktadzie
wspotrzednych.

Zadanie 15 (6 pkt.)

Basia opuscita schronisko o 7°°. W ciagu pierwszych dwoch godzin marszu przeszta 10 km.
W trzeciej godzinie wspinata si¢ pod gore 1 przeszta tylko 3 km. Nastepnie odpoczywata
45 minut 1 wyruszyla w dalsza drogg ze $rednia predkoscia 4 km/h. W potudnie dotarla do
kolejnego schroniska. Narysuj wykres funkcji obrazujacej zaleznos¢ drogi, ktéra pokonata
Basia, od czasu zaktadajac, ze na poszczeg6lnych odcinkach poruszata si¢ ze stala predkoscia.
Jaka drogg pokonata Basia od chwili zakofczenia odpoczynku?

Zadanie 16 (4 pkt.)
Koszt wynajgcia zaglowki Z, obliczany jest ze wzoru Z (x)=20x+150, a zaglowki

Z,wedlug wzoru Z,(x)=15x+200, gdzie x oznacza liczb¢ dni. Narysuj wykresy obu
funkcji 1 odpowiedz na pytanie, ktora zaglowke bardziej optaca si¢ wynajac?

Zadanie 17 (5 pkt.)

Catkowity koszt produkcji stolow opisuje funkcja liniowa (zmienna jest liczba
wyprodukowanych stolow). Wiedzac, ze wyprodukowanie 30 stolow kosztuje 2345 EURO,
a 75 stolow kosztuje 4550 EURO, znajdz wzor tej funkcji. Jaka powinna by¢ dziedzina tej
funkcji? Jaki jest calkowity koszt wyprodukowania 100 stoléw? Ile stotow mozna
wyprodukowa¢ dysponujac kwota 2100 EURO?

Zadanie 18 (6 pkt.)

Termograf wykreslit przebieg temperatury powietrza. Odczytaj z wykresu:
a) o ktorej godzinie temperatura byta najwyzsza i podaj jej wartos¢;

b) o ktorej godzinie temperatura byta najnizsza 1 podaj jej wartosc;

c) przedzialy czasu, w ktorych temperatura rosta;

d) przedzialy czasu, w ktorych temperatura malata;

e) przedzialy czasu, w ktorych temperatura byla dodatnia;

f) o ktorej godzinie temperatura powietrza byta rowna 0°C?
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Zadanie 19 (5 pkt.)

Opfata wstgpna w taksowce wynosi 6 zl, a cena przejazdu za 1 km wynosi 1,6 zt.
a) Oblicz ile kilometrow przejechalismy, jesli zaptaciliSmy 25,20 zt.

b) Oblicz, czy 31 zt wystarczy na przejechanie 16 km?

Zadanie 20 (4 pkt.)
Wyrazony w tysiacach ztotych koszt C(x) usuwania x procent zanieczyszczen powietrza
powstatych podczas pewnego procesu produkcyjnego wyraza si¢ wzorem:
1000x
C(x) 000y °C (0;99).
a) Jaki jest koszt usunigcia 50% zanieczyszczen?
b) Jaki procent zanieczyszczen moze by¢ usunigty, jesli dysponujemy kwota 10 000 ztotych?

Zadanie 21 (8 pkt.)

Ponizszy wykres przedstawia dtugo$¢ kolejki samochodéw oczekujacych na odprawe celna

na jednym z przej$¢ granicznych. Sytuacja ta dotyczy pewnego dnia w godzinach

popotudniowych. Wiedzac, ze w ciagu godziny odprawia si¢ 20 samochodéw, odpowiedz na

nastgpujace pytania:

a) co dzialo sig na przejéciu granicznym o godzinie 14 %

b) w jakim tempie powigkszala si¢ kolejka miedzy godzing 14 “a 1

¢) co wydarzylo si¢ o godzinie 15 *°

d) ile samochodoéw dotaczyto do kolejki miedzy godzing 16°° a 18"

e) pan Nowak dojechat do przejscia granicznego o godzinie 16*. O ktorej godzinie
przekroczyl granice

f) co dzialo si¢ miedzy 18%° 2 20%

g) co dzialo si¢ miedzy 20 a 21%

h) co dziato si¢ po godzinie 21°°?
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Zadanie 22 (8 pkt.)

2
X

Zbidr wartosci funkcji  f(x) =
X+

mozemy wyznaczy¢ w nastgpujacy sposob.

2

Niech Z oznacza zbior wartosci tej funkcji. Woéwcezas m € Z & =m,

x+3



wtedy x° = m(x+3), czyli x> —mx—3m =0 ma co najmniej jedno rozwiazanie. A zatem
x> —mx—-3m=0 ma co najmniej jedno rozwiazanie rézne od 3. Wyrdznik
A= (— m)2 -4-1- (— 3m) =m® +12m przyjmuje wartos$ci dodatnie dla
me (— oo;—lZ)u (O;+oo) idlatych m réwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania. Gdyby dla
pewnego m rownanie mialo rozwigzanie x, =-3, to x, musi by¢ rézne od 3.

Jezeli m =0, tordwnanie ma posta¢ x> =0 ijego rozwiazanie x=0 jestrozne od —3.
Jezeli m =-12, to rownanie ma posta¢ x> +12x+36=0 ijego rozwiazanie x=6 jest
rozne od 3. A zatem Z= (— 00; — 12> u<0;+ ®).

2
Analogicznie wyznacz zbidr wartos$ci funkcji g(x) =

x-=2

Zadanie 23 (8 pkt.)
W przyktadach A, B, C, D funkcje okreslono réznymi sposobami. Okresl dziedzing i zbior
wartosci kazdej z nich:

C) ).A D)

Poziom rozszerzony

Zadanie 1 (9 pkt.)
Majac wykres funkcji fx) :

Sporzadz wykresy nastgpujacych funkcji: a(x)=-f(x), b(x)=f(-x), c(x)=-f(-x),
dx)=f(x=3)-1, e(0)=2/(x), gx)=/2x), hx)=f(x), i(x)= (],
J) =] ().




Zadanie 2 (7 pkt.)

Sprawdz, czy funkcja g(x) = x-log 2 —X jest funkcja parzysta.
+x

Zadanie 3 (6 pkt.)
Korzystajac z definicji funkcji rosnacej wykaz, ze funkcja f o réwnaniu f(x)=x" —3x+4

jest rosnaca w przedziale <1; + oo).

Zadanie 4 (11 pkt.)

1-x x+3}

Narysuj wykres funkcji o rownaniu f(x) = max ,
x=2x=-2

Zadanie 5 (5 pkt.)
Dana jest funkcja o roéwnaniu f(x)=x"-3. Oblicz miejsca zerowe funkcji

gx)=f(f(x)-1.



SCHEMAT PUNKTOWANIA — WEASNOSCI FUNKCJI

Poziom podstawowy

Numer . . .
zadania Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Stwierdzenie, ze przyporzadkowanie a) jest funkcja. 1
1 Stwierdzenie, ze przyporzadkowanie c) jest funkcja. 1
Stwierdzenie, ze przyporzadkowanie d) jest funkcja. 1
Okreslenie funkcji za pomoca grafu. 1
Okreslenie funkcji za pomocg tabeli. 1
2 Okreslenie funkcji za pomoca opisu stownego. 1
Okreslenie funkcji za pomoca wykresu. 1
3 Wyznaczenie zbioru wartosci funkcji { 0, %, 1,4} 1
Przedstawienie wykresu funkcji za pomoca tabelki, wzoru, grafu i wykresu 4
Wyznaczenie dziedziny i zbioru wartosci: D : x € <— 5;5)u {6},
2
ZWF :y e(-3,6).
Wyznaczenie argumentéw dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci
nieujemne x € <— 5-3 %> ) <— 1;5)u {6}. 1
Wyznaczenie argumentdéw dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci wigksze
od 1. Odp. x&(~5,-4)L(05). !
4 | Podanie przedzialéow monotonicznosci: dlax €(~5,-3) funkcja malejaca, .
dla xe(—3,2) funkcja rosnaca, dla xe(Z,S) funkcja stata.
Wyznaczenie warto$ci dla podanych argumentow: f(0)=1, f(4) =4, {
f(7) nie istnieje.
Wyznaczenie warto$ci najmniejszej i najwigksze;j:
warto$¢ najwigksza M =6 dla x = -5, warto$¢ najmniejsza m = -3 dla 1
x=-3.
Narysowanie wykresu funkcji g(x). 1
Narysowanie wykresu funkcji /(x). 1
X +x#0
Zapisanie warunkow: ¢ x—2 =0 . 3
x+1>20
5 xz-1Ax#0
Rozwiazanie uktadu warunkow x#2 2
x=>-1
Podanie dziedziny funkcji D : x € (-1,0) \ {0,2}. 1
Sporzadzenie wykresu spetniajacego wyzej wymienione warunki.
6 Za kazdy spetniony warunek po 1 pkt. 5




Numer
zadania

Etapy rozwigzania zadania

L. pkt.

7

Narysowanie wykresu y = x°.

[a—

Narysowanie wykresu a)

Narysowanie wykresu b)

Narysowanie wykresu ¢)

Podanie miejsca zerowegodla x>5: x=6 i xeD.

Podanie miejsca zerowego dla —5<x<5: x=2 i xeD.

Podanie miejsca zerowegodla x<—-5: x=-5 i x¢D.

Podanie miejsc zerowych funkcji: x, € {2,6}.

Okreslenie dziedziny funkcji D = R\ {2}.

Rozwiazanie rownania x> —4=0.0dp.: x=-2 lub x=2.

Podanie miejsca zerowego x, = 2.

10

Analiza zadania

Okreslenie dziedziny funkcji D = (0,20).

Podanie wzoru y =20—-x.

Wyznaczenie zbioru wartosci funkcji: ZWf = (0,20).

11

Ulozenie réwnania a = g(—6).

Obliczenie a =0.
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Ulozenie roOwnania -1=2

b+7

[u—

. ., . 2
Rozwiazanie rownania b = —65.

\S)

12

Ulozenie réwnania: y = f(3).

Wyznaczenie rz¢dnej y =6.

13

Ulozenie rownania y = -2.

Wyznaczenie x° = —4.

Podanie, Ze nie istnieje taka odcigta.

14

Zapisanie rownania v(¢) =0.

Wyznaczenie ¢ = 8.

Sporzadzenie wykresu funkcji z uwzglednieniem dziedziny.

15

Obliczenie jaki odcinek drogi przeszta po odpoczynku: 6 km.

Sporzadzenie wykresu. Za kazdy prawidlowo zaznaczony etap po 1 pkt.
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Numer

zadania Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Narysowanie wykresu funkcji Z;(x). 1
16 Narysowanie yvykresu funkcji Z5(X). ' . . 1
Stormutowanie odpowiedzi: do 10 dni optaca si¢ wynajaé zaglowke Z; )
powyzej 10 dni zaglowke Z,,
Podanie wzoru funkeji f(x) =49x+875. 2
Okreslenie dziedziny funkcji: D = N. 1
17 [Obliczenie £(100)=5775. 1
Obliczenie f(x)=2100. Odp.: x =25. 1
Sformutlowanie odpowiedzi a) Najwyzsza temperatura byta o godz.14 1
i wynosita 2°C .
Sformutowanie odpowiedzi b) Najnizsza temperatura byta o godz. 20°° 1
i wynosita nieco wigcej niz—5°C'.
Sformutowanie odpowiedzi c) Temperatura rosta od godz. 9 do godz.14 1
18 iod 2030
Sformutowanie odpowiedzi d) Temperatura malata od péinocy do godz. 9 1
i od godz. 14 do godz. 20*
Sformutowanie odpowiedzi e) Temperatura byta dodatnia od godz. 12 do 1
godz. 17.
Sformutowanie odpowiedzi f ) Temperatura byta zerowa o godz. 12 1
10 godz. 17.
Napisanie wzoru funkcji opisujacej zaleznos¢ y = 6 +1,6x . 1
Obliczenie ile kilometrow przejechalismy x =12. Za ulozenie 5
19 | odpowiedniego rownania prowadzacego do otrzymania rozwiazania 1 pkt.
Obliczenie f(16)=316. 1
Sformulowanie odpowiedzi: Nie wystarczy. 1
Obliczenie C(0,5) = 1000-0,5 ~1020,41. 1
0,99-0,5
20 Utozenie rownania: 10000 = 1000x x €<0;99). 1
0,99 —x
Rozwiazanie rownania x =0,9. 1
Sformutowanie odpowiedzi 90%. 1
O godzinie 14 liczba samochodéw nowo przybylych na przejScie graniczne 1
oraz odprawianych byla taka sama i wynosila 1 samochdd/ 3 minuty.
Miegdzy godzing 14 a 15 kolejka zwigkszyla si¢ o 10 samochodow 1
O godzinie 15 przyjechato 20 samochod. 1
Migdzy godzing 16 a 18 liczba samochodow w kolejce nie ulegta zamianie 1
Pan Nowak byl 40 w kolejce, a skoro 20 samochodow jest odprawianych na 1
21 godzine, oznacza to, ze granice przekroczy za 2 godziny, czyli o 18*.
Migdzy 18 a 20 liczba samochodéw w kolejce spadta o 20 samochodow (o
10 na godzing), czyli odprawianych bylo 2 samochody co 6 minut, a do 1
przejscia dojezdzat tylko jeden nowy samochdd.
Miedzy 20 a 21 kolejka oczekujacych stopniata do 0, czyli w przeciagu tej
godziny odprawiono 20 samochodow, a w tym czasie nie dojechat zaden 1
nowy.
Po godzinie 21 samochody odprawiano na biezaco lub nie odprawiano w ogole. 1




Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
Ulozenie réwnania, kiedy g(x) ma co najmniej jedno rozwiazanie )
x —mx+2m=0.
Obliczenie wyrdznika A =m”> —8m . 1
Obliczenie miejsc zerowych wyrdznika m, =0, m, =8. 1
22 | Okreslenie, kiedy wyrdznik przyjmuje warto$ci dodatnie )
mm e(—o00)U(8+09).
Rozwiazanie rownaniadla m =0, x=0. 1
Rozwiazanie rownaniadla m =8, x=4. 1
Podanie zbioru wartosci Z = (-0 ,0> U <8, +). 1
Okreslenie dziedziny i zbioru wartos$ci a): 5
D={-4,-20,5}, zZwf={0137}.
Okreslenie dziedziny i zbioru warto$ci b): D = {a,b,c,d }, IWf = {1,2}. 2
23 | Okreslenie dziedziny i zbioru wartosci ¢):
p=lo.liilal zwr=loliilal, 2
22 22
Okreslenie dziedziny i zbioru wartosci d): D =(-13), ZWf =(-13). 2
Poziom rozszerzony
Numer Etapy rozwigzania zadani L. pkt
sadania apy rozwigzania zadania . pkt.
1 Za sporzadzanie odpowiedniego wykresu funkcji po 1 pkt. 9
3+x#0
Ustalenie warunkow: {3 —x 20 1
3+x
Wyznaczenie dziedziny: D, :x € (— 3;3). 2
— . 3+x .
2 Zapisanie wyrazenia g(—x) =—x-log 3 ,gdzie —xe D, . 1
-X
Przeksztalcenie wyrazenia
-1
g(—x)=—x-10g3+x=x-10g(3+xj =x-10g3_x. 2
3- 3—x 3+x
Sformutowanie odpowiedzi: jesli g(x) = g(—x) = funkcja ta jest parzysta. 1
Podanie zalozenia: x, e<1;+oo) 1x, e<1;+oo) oraz x, <x, to x, —x, <0. 1
Obliczenie f(x,)=x=3x,+4 i f(x,)=x," —3x, +4. 1
Wyznaczenie f(x,)— f(x,)=x —3x, —x," +3x,. 1
3 Sprowadzenie rdznicy do postaci iloczynowej: f(x,)— f(x,) =
= (xl3 _xz3 )—3(x1 —x2)= (xl — X, )(x12 XX, + xzz)_ 3(x1 - x2)= 1

:(x1 —xz)(xl2 +Xx, - X, +x22 -3).




Numer

Etapy rozwigzania zadania

L. pkt.

zadania
3 Wykorzystanie zatozenia do okreslenia znaku réznicy f(x,)— f(x,)>0. 1
Uzasadnienie, ze jest to funkcja rosnaca. 1
Zapisanie wzoru funkcji f wykorzystujac okreslenie warunkow:
l-x dla I-x ( x+3 ()
f(x): x=2 x=2 x-=2 2
l-x dla I-x >x+3 )
x-2 -2 x-2 @
Rozwiazanie warunku 1) x (— oo;—l)u (2;+00).
4 Rozwiazanie warunku 2) x € <— 1;2).
X re-12)
Zapisanie wzoru funkcji  f(x) = 43 X- : 1
, X € (—00,—1) U (2,0)
Narysowanie wykresu dla x € <— 1;2).
Narysowanie wykresu dla x € (—o0;—1) U (2;+0).
Wyznaczenie funkcji g(x)=x*-6x”+5.
Podstawienie x° =¢, gdzie ¢ > 0 i sprowadzenie réwnania do postaci 1
5 |[7-61+5=0.
Obliczenie miejsc zerowych rownania kwadratowego: ¢, =1, ¢, =5.
Podanie miejsc zerowych funkcji f(x): 5,-1,1,4/5. 2




