FUNKCJA WYMIERNA

Poziom podstawowy

Zadanie 1
Wykonaj dziatania i podaj niezbgdne zatozenia:

4 3 a+1
a + - ; (3 pkt.
) a+2 a-2 a*-4 (3 pkt)

b) ()H—l— 4x j(x—l+ 4x j; (4 pkt.)
x+1 x—1

0 m*> =36 m’—6m
m'—4  m+2

. (3 pkt.)

Zadanie 2 (3 pkt.)

: . . —4y)x-2y)-(x-2y)

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia (x 4 )(x Y ) (x 24 ) dla x=12 y= 1l .
(2x - y)(2x + y)— (2x + y)

Zadanie 3 (6 pkt.)

2x+1

x—1"

a) Okresl dziedzing i zbior wartos$ci tej funkcji.

b) Wyznacz miejsce zerowe funkcji f.

c) Naszkicuj wykres funkcji f.

d) Okresl przedzialy monotonicznosci funkcji f-

Funkcja f* okres$lona jest wzorem: f(x) =

Zadanie 4 (5 pkt.)
Na rysunku zostal przedstawiony wykres pewnej proporcjonalnosci odwrotnej f.
a) Napisz wzor funkeji f.

b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje warto$¢ — % ?

c) Oblicz dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od 1?




Zadanie 5 (4 pkt.)
ax+b

ex+d’

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f, ktorej] wzor ma posta¢  f(x) =

Wyznacz wspoélczynniki: a, b, ¢, d.

Zadanie 6
Rozwiaz réwnania:
2
x°=—x-2

a) ———=0, 3pkt)

by 2213 ke
X x+1

Zadanie 7 (5 pkt.)

) . 2 5 . ... . ) .
Rozwiaz nier6wnos¢ — <ﬁ 1 podaj najmniejsza liczbg naturalna nalezaca do zbioru
X

rozwiazan tej nierdwnosci.

Zadanie 8 (3 pkt.)
Pole prostokata jest rowne 6m”. Napisz wzor funkcji wyrazajacej zaleznoéé miedzy dtugoscia
1 szeroko$cia tego prostokata. Sporzadz jej wykres.

Zadanie 9 (3 pkt.)
Chcemy sfotografowac ropuche z odleglosci x = 1,8 m. Ogniskowa soczewki w obiektywie

naszego aparatu jest rowna 9 cm. Jak daleko musi by¢ odsunigta soczewka obiektywu od
powierzchni filmu, jesli chcemy otrzymac ostre zdjecie? Do rozwigzania zadania skorzystaj

1 1 : . . ,,

ze wzoru —+—=—, gdzie x to odleglo$¢ przedmiotu od srodka soczewki, y odleglo$¢ od
Xy

srodka soczewki do obrazu, a f ogniskowa soczewki.

Zadanie 10 (4 pkt.)
Dwa samochody wyruszyty jednoczesnie z miasta 4. Po pewnym czasie pierwszy znajdowat
si¢ 320 km od tego miasta, a drugi 240 km. Srednia predkos¢ drugiego samochodu byta



0 20 km/h mniejsza od predkosci pierwszego. Znajdz $rednie predkosci z jakimi poruszaty sig¢
samochody.

Zadanie 11 (6 pkt.)
Wiele wyrazen wymiernych mozna przedstawi¢ jako sumeg utamkéw zwanych prostymi.

. 3x+1 . . o . .
Np. wyrazenie f—, gdzie xeR\{— 1,0} przedstawiamy w innej réwnowaznej postaci
+Xx

X

W nastepujacy sposob:

1. Rozkladamy mianownik na czynniki: x* +x = x(x + 1).
. . 1 4

2. Zapisujemy utamek w postaci: sxrl _ A + i *)

x(x+1) Cx x4+l
3. Mnozymy obie strony przez x(x + 1) 1 otrzymujemy 3x+1= A(x + 1)+ Bx, a po
uporzadkowaniu otrzymujemy 3x +1 = (A + B)x + 4.
4. Przyréwnujemy wspotczynniki przy jednakowych potggach x w obu stronach otrzymane;
A+B=3
tozsamosci 1 otrzymujemy uktad rownan z niewiadomymi 4, B: { Aol
5. Rozwiazanie uktadu: 4=1, B=2.

6. Podstawiamy wyznaczone warto$ci statych 4, B do wyrazenia (*) i otrzymujemy:
3x+1 1 2

x(x+1)_x x+1

5-5x

Postgpujac analogicznie rozt6z na ulamki proste wyrazenie wymierne R
X —x-—

Zadanie 12 (5 pkt.)

Sporzadz wykres funkcji homograficznej f(x) = ax+b

, wiedzac, ze do wykresu tej funkcji

naleza punkty A = (0,3), B= (— 2,1).

Zadanie 13 (5 pkt.)

Wykres funkcji  f(x) :E przesuni¢to o dwie jednostki w prawo wzdluz osi x 1 o jedna
X

jednostke w dot wzdtuz osi y.
a) SporzadZz wykres tej funkcji.
ax+b

b) Podaj wzor tej funkcji w postaci g(x) = .
cx+d

c) Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.

Zadanie 14 (6 pkt.)

Sprawdz, czy rozwiazania roOwnania x+1=— naleza do zbioru rozwiazan nierOwnosci
X

3x-5 1
<—.
x+2 2




Poziom rozszerzony

Zadanie 1 (10 pkt.)

x-3
Sporzadz wykres funkcji: y = % Na podstawie wykresu odpowiedz:
X+

a) Dla jakiego argumentu funkcja ta przyjmuje warto$¢ %?
b) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od —1?

Zadanie 2 (4 pkt.)
n+1

n+l n+2

Rozwiaz nierownos¢ >0,dla neN.

Zadanie 3 (7 pkt.)
2x-5 <1
b1

Rozwiaz nierownos¢:

Zadanie 4 (8 pkt.)

i|_z

a) Sporzadz wykres funkcji f(x) = |
X

, gdzie xeR\{O}.

b) Okresl liczbg rozwiazan rownania f(x) =m w zalezno$ci od parametru m.
c¢) Narysuj wykres funkcji y = g(m), podajacej liczbe rozwiazan rownania f(x)=m
w zaleznos$ci od parametru m.

Zadanie 5 (8 pkt.)

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=

ax—b
, dzie
x=2 8
2 Ao . co . co 21me0 49 . . D
a= [tg 30° + (1 —sin45 Xl +sin45 )] ctg”125 +§ , b jest wigkszym pierwiastkiem

réwnania x° —9x° —x +9 = 0. Dla wyznaczonych warto$ci a i b sporzadz wykres
funkeji y = /().

Zadanie 6 (5 pkt.)

2
Dla jakiej wartosci parametru m wartos¢ utamka al 5 mr +11 jest wigksza od —3 dla kazdego

X +x+
xeR?
Zadanie 7 (6 pkt.)

2
Dlajakich a i b funkcje f(x)=1 +—2 4 oraz g(x)= 2x—13 sq rowne?
x+1 x-3 x°=2x-3

Zadanie 8 (3 pkt.)
Wyznacz najwigksza wartos¢ funkcji g(x) = Z;dla xeR.

x°=2x+15



Zadanie 9 (5 pkt.)

Gdy jest otwarty kran na ciepla wodg, to napehienie calej wanny trwa o 7 minut dtuzej, niz
gdy jest otwarty kran na zimna wodg. Jesli obydwa krany sa otwarte, to napetnienie pustej
wanny odbywa si¢ w czasie 12 minut. Ile czasu potrzeba na napelnienie pustej wanny, gdy
odkrgcony jest tylko kran na zimna wodg?

Zadanie 10 (7 pkt.)

3 2
Funkcja F(x) = X +2x 39x 18 dla argumentu 1 przyjmuje warto$¢ 3. Wyznacz:
x+3a
a) wartos¢ parametru a,
b) miejsca zerowe funkcji F,

c) zbior tych argumentow, dla ktorych funkcja osiaga warto$ci nieujemne.




SCHEMAT PUNKTOWANIA - FUNKCJA WYMIERNA

Poziom podstawowy

Zadanie Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Okreslenie zalozen: a#2 i a#-2 1
Sprowadzenie wyrazen do wspolnego mianownika. )

la
Doprowadzenie wyrazenia do postaci: —— 2 1

a’—
Okreslenie zatozen: x #1 i x=#-1 1

1b Doprowadzenie wyrazen w kazdym nawiasie do najprostszej postaci. 2
Wykonanie mnozenia dwoch utamkéw i doprowadzenie do postaci: x> —1. |1
Okreslenie zatozen: m#2 i m#-2 i m#0 i m#6. 1

1c Doprowadzenie licznikdw 1 mianownikéw do postaci iloczynowych. 1
Wykonanie okre§lonego dzialania otrzymujac wynik: _m¥é 1

m(m - 2)
Doprowadzenie wyrazenia do najprostszej postaci z zastosowaniem wzoréw
skréconego mnozenia lub wyciagnigcie wspolnego czynnika przed nawias: 5
-2
) Odp. X2y
2x+y
Obliczenie wartos$ci wyrazenia: — o 1
13
. . . 3
Doprowadzenie funkcji do postaci: f(x) = 1 +2 1
Okreslenie dziedziny 1 zbioru warto$ci: D = R\ {1}, ZW =R\ {2} 2
L |
3 Wyznaczenie miejsca zerowego funkcji: — 5 1
Naszkicowanie wykresu funkcji y = f(x) 1
Wyznaczenie przedzialdbw monotonicznosci funkcji: funkcja malejaca !
w kazdym z przedziatow: (— oo;l), (1;+oo)
Odczytanie wspotrzednych punktu nalezacego do wykresu np. (— 2;1) 1
Wyznaczenie wzoru funkcji korzystajac z faktu, ze
a . -2 1
4 | JO=7 0 [D=1=a=f(2):(-2).0dp. [(x)=—
Zapisanie 1 rozwigzanie odpowiedniego rownania. Odp: x =6 1
Zapisanie 1 rozwigzanie odpowiedniej nierdwnosci:
Odp: x € (— oo;—2)u (O;+oo) 2
Odczytanie wspotrzednych punktu nalezacego do wykresu np. (5;—1) lub {
(3:-3)
5 Odczytanie z wykresu rownan asymptot i zapisanie wzoru funkcji w postaci
1

kanonicznej f(x)= L




Zadanie Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Obliczenie a 1 utworzenie wzoru funkcji w postaci kanonicznej
1 1
X)=——-2.
S (x) —
5 Zapisanie wzoru funkcji w postaci ogoélnej i1 odczytanie wartosci
. —2x+
wspotczynnikow a, b, c, d. Odp. f(x)= al 2 2 , 1
x f—
a=-2b=9,c=1,d =—4.
Okreslenie dziedziny rownania: x € R\ {— 1,1} 1
Sprowadzenie réwnania do rownania kwadratowego 1 Wwyznaczenie )
pierwiastkéw trojmianu: x, =-1, x, =2
6 Podanie rozwiazan rdwnania z uwzglednieniem dziedziny: x =2 1
Podpunkt b) ma taka sama punktacje i czynnosci:
1- 1+ 3
Odp. x, :—\/5, X, = 3
2 2
Okreslenie dziedziny nier6wnosci: x € R\ {0} 1
L . .. 34-5x
Zapisanie nierowno$ci w postaci rownowaznej: <0 1
17x
7 Rozwiazanie nierownosci. Odp: x € (— oo;O)u (%&ooj . ( 1 pkt. za metode )
i 1 pkt. za poprawno$¢ obliczen)
Podanie najmniejszej liczby naturalnej nalezacej do zbioru rozwiazan tej 1
nieroéwnosci: 7
Wprowadzenie oznaczen: x 1 y wymiary prostokata, gdziex,y € R, 1
. . . 6
8 Utworzenie wzoru funkcji korzystajac ze wzoru na pole prostokata: y = — 1
X
Sporzadzenie wykresu tak otrzymanej funkc;ji. 1
Ulozenie rownania na podstawie podanego wzoru i danych z tresci:
I 1 1 .. . .
—— +— =— (uwzglednienie zamiany jednostek) 2
9 180 y 9
. L, . 180
Rozwiazanie rOwnania: y = 10 ~ 9,47 cm 1
Analiza tre$ci zadania polegajaca na wprowadzeniu oznaczen np. v $rednia 1
predkos¢ pierwszego samochodu oraz v > 0
s . . s 240 320
10 | Ulozenie rownania z zastosowaniem wzoru ¢ =— : =— 1
v v—20 y
Rozwiagzanie rownania: v =80 km/h 1
Obliczenie predkosci drugiego samochodu v, = 60 km/h. 1
Za kazdy prawidlowo przeprowadzony krok w postgpowaniu po punkcie.
5-5 -3 -2
11 |, dp. =Y 6
xX"—x—-6 x+2 x-3
Okreslenie dziedziny funkcji: D = R\ {2} 1
12 Z faktu, ze f(0)=3 otrzymanie zwiazku % =3 1iobliczenie b: b=-6 1




Zadanie Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Z faktu, ze f(-2)=1 otrzymanie zwiazku % =1 1 obliczenie a: |
a=-1

12 |Doprowadzenie wzoru funkcji f(x)= L_; do postaci kanonicznej
-8 B 1
x)=——7-1
F)=—
Naszkicowanie wykresu funkcji y = f(x). 1
Naszkicowanie wykresu funkcji najpierw y=— a potem y = g(x)jako )
X
odpowiednie przesunigcie.
13 | Zapisanie wzoru funkcji w postaci kanonicznej g(x) = % -1 1
. . C -x+5
Doprowadzenie wzoru funkcji do postaci ogolnej g(x) = 5> 1
X —
Wyznaczenie miejsca zerowego funkcji: x =5 1
Okreslenie dziedziny rownania: D = R\ {O} i nieréwnosci: D = R\ {— 2} 1
Rozwiazanie rownania poprzez sprowadzenie do rownania kwadratowego !
1 wyznaczenie jego pierwiastkow: x, =1, x, =-2
Podanie zbioru rozwigzan réwnania: x € {1;—2} 1
14 Rozwiazanie nierownosci ( 1 pkt. za metode i 1 pkt. za poprawnosé
. 2
obliczen). Odp.: x (— 2;2 gj 2
Sprawdzenie, czy zbidér rozwigzan rownania zawiera si¢ w zbiorze
rozwiazan nieréwnosci 1 sformutowanie odpowiedzi. Odp. Zbior rozwiazan| 1
roOwnania nie zawiera si¢ w zbiorze rozwigzan nierownosci
Poziom rozszerzony
Zadanie Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
Okreslenie dziedziny funkcji: D = R\ {— 2}. 1
Y3 e x23
Doprowadzenie funkcji do postaci: f(x)=4 ¥ 2 1
-x+3
dla x<3
x+2
1 Doprowadzenie funkcji do postaci kanoniczne;j:
— 52 +1 dla x23 5
fy=1%t
-1 dla x<3
x+2
. . . -5
Naszkicowanie wykresu funkcji f(x) = Y +1 dla x2>3 )
X+




Zadanie Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
Naszkicowanie wykresu funkcji :
fz(x):i—l dla xe(-w;=2)u(-2:3). 2
x+2
1 Odczytanie z wykresu, ze funkcja ta przyjmuje warto$¢ % dla x=0. 1
Odczytanie z wykresu, ze funkcja ta przyjmuje wartosci mniejsze od —1 )
dla x € (- o0;-2)
Okreslenie dziedziny nierownosci: n € N 1
-1
Zapisanie nierowno$ci w postaci rownowaznej: ————— >0 1
2 P P ! (n+1)n+2)
Sprowadzenie nierowno$ci do rOwnowaznej jej postaci: —1> 0 1
Sformutowanie odpowiedzi: n € & 1
Okreslenie dziedziny nieréwnos$ci: D = R\ {1} 2
Doprowadzenie nierownos$ci do postaci: 2x —5 < |x - 1| poniewaz |x - 1| >0. 1
3 Uwzgledniajac warto$¢ bezwzgledna doprowadzenie nierdéwnos$ci {
do postaci: 2x—-5<x—-1 dla x>1 lub 2x-5<-x+1 dla x<I1.
Rozwigzanie otrzymanych nierownosci 2
Sformutowanie odpowiedzi uwzgledniajac dziedzing: x € (— oo;l)u (1; 4> 1
. 4
Sporzadzenie wykresu y = H . )
X
. 4
Sporzadzenie wykresu y = H -2. 1
X
. 4
Sporzadzenie wykresu y = H -2|. 1
X
4 Odczytanie ze sporzadzonego wykresu, ze rownanie f(x)=m:
nie ma rozwigzan dla m € (— oo;O),
ma dwa rozwiazania dla m e {O}u <2;+ ), 3
ma cztery rozwigzania dla m € (0;2)
Zapisanie wzoru funkcji y = g(m):
0 dla  me(-x0)
gim)=42 dla me {0}u<2;+ oo) 1 wykonanie wykresu y = g(m) !
4 dla m € (0;2)
Obliczenie wartosci a (w tym 1 pkt. za wzor redukcyjny 1 1 pkt. za wartosci
.. 3
funkcji trygonometrycznych). Odp. a =3.
Wyznaczenie warto§ci b w wyniku rozwigzania rownania metoda )
5 grupowania. Odp. b=9.
. . 3x-9 . . .
Zapisanie wzoru funkcji:  f(x) = al w postaci kanonicznej 5
x —

1 sporzadzenie jej wykresu




Zadanie Etapy rozwiazania zadania L. pkt.
. y 3 -9 . "
Wykonanie wykresu funkcji: f(x) :||—2 korzystajac  z wlasnosci
5 X|— 1
y= /()
2
C B 1 . e
Zapisanie nierOwnosci xzﬂ > =3 i okreslenie jej dziedziny: x € R 1
x +x+1
Skoro x> +x+1>0 dla x e R, to nierdwnoéé przyjmuje najpierw postaé 1
6 xz—mx+l>—3(x2+x+l)apotem 4x* +(3-mx+4>0
Zapisanie warunku, ze rozwigzaniem ostatniej nieréwnosci sa x € R, gdy 1
A<O.
Obliczenie A = m* —6m —55 irozwiazanie nieréwnoséci A < 0. )
Odp.: Dla m € (— 51 1) warto$¢ utamka jest wigksza od —3.
Okreslenie dziedzin funkcji f i g:D, = R\{-13}, D, = R\ {~1;3} 2
Zapisanie  funkcji f w  postaci  jednego  ulamka:
? -2 —3a-3
=1+ a_ . b _x +(a+b-2)x+b-3a 1
x+1 x-3 (x+l)(x—3)
7 Skoro we wzorach funkcji f 1 g mianowniki sa takie same, to i postaci
licznikow musza by¢ sobie rowne co prowadzi do utozenia uktadu réwnan:
a+b-2=0 1
b-3a-3=-13
Rozwiagzanie uktadu réwnan i1 podanie odpowiedzi: dla a=3, b=-1 )
funkcje te sa rowne.
Spostrzezenie, ze funkcja ta posiada warto$¢ najwigksza kiedy mianownik 1
jest najmniejszy.
8 Wyznaczenie najmniejszej wartosci wyrazenia x*=2x+15: v, = ;— =14 1
a
Wyznaczenie najwigkszej wartosci funkeji g: g, (x) = 12 1
Wprowadzenie oznaczen: ¢t — czas w minutach potrzebny na napelnienie 1
wanny zimng woda, ¢+ 7 to czas napelnienia wanny ciepla woda.
Ulozenie rownania l+ . - = é 1 okreslenie jego dziedziny ¢ € (12,+oo) 1
! 1+
9 Sprowadzenie do réwnania kwadratowego ¢’ —17t-84=0 i jego )
rozwigzanie: t, =21, t, =4
Wybranie rozwiazania uwzgledniajac wszystkie warunki zadania i podanie
odpowiedzi: 21 minut potrzeba na napehienie pustej wanny, gdy odkrgcony| 1
jest tylko kran na zimna wodg
Wyznaczenie parametru a korzystajac z faktu, ze F'(1)=3. Odp. a = -3 1
Wyznaczenie dziedziny funkcji: x € R\ {9} 1
Wyznaczenie miejsc zerowych r0zZwiazujac roéwnanie 5

10

x* +2x”> —9x —18 = 0 metoda grupowania. Odp. x, € {— 3;—2;3}




x> +2x*—9x—18

Utworzenie nierdwnosci postaci 5
x_

Odp. x (— 00;—3) U (= 2;3) U (9;+0)

>0 1 jej rozwiazanie.




