FUNKCJA KWADRATOWA
Poziom podstawowy

Zadanie 1 (11 pkt.)

Wykres funkcji y=ax’+bx+c przechodzi przez punkty:
A=(1,-4), B=(23), C=(-10).

a) Wyznacz wspotczynniki a, b, c. (6 pkt.)

b) Zapisz wzér funkcji w postaci kanonicznej. (3 pkt.)

c) Naszkicuj jej wykres. (2 pkt.)

Zadanie 2 (7 pkt.)

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej f(x) = —%(x - 1)2 +2.
a) Przedstaw t¢ funkcje w postaci ogolnej 1 iloczynowe;j. (3 pkt.)
b) Narysuj wykres tej funkcji. (1 pkt.)

c) Podaj: zbidér wartosci funkcji; zbior w ktorym funkcja jest rosnaca; zbidr tych
argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci niedodatnie. (3 pkt.)

Zadanie 3 (5 pkt.)
Funkcja kwadratowa y =3x” + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe: x, =—2 oraz x, =1.

a) Wyznacz b oraz c. (2 pkt.)
b) Podaj posta¢ kanoniczna tej funkcji. (2 pkt.)
¢) Narysuj wykres tej funkcji. (1 pkt.)

Zadanie 4 (5 pkt.)
Rozwiaz graficznie nierownoéé: x > x° —6.

Zadanie 5 (2 pkt.)
x* -1 C3x-1
4

Rozwiaz réwnanie: 2.

Zadanie 6 (5 pkt.)
Wyznacz dtugosci bokow trojkata prostokatnego, wiedzac, ze sa one kolejnymi naturalnymi
liczbami parzystymi.

Zadanie 7 (5 pkt.)

W roku 1845 na uroczystosci urodzin spytal kto$ jubilata, ile on ma lat. Na co jubilat
odpowiedziat: ,,Gdy swoj wiek sprzed 15 lat pomnozg przez swoj wiek za 15 lat, to otrzymam
rok swego urodzenia”. Ile lat mial wowczas jubilat?

Zadanie 8 (6 pkt.)
Liczbe osob, ktore odwiedzily kiermasz obuwia n - tego dnia od momentu jego otwarcia

w przyblizeniu opisuje wzor d(n) =—-2n"> +32n—8,gdzie ne N, i 1<n<15.
a) W ktérym dniu kiermasz odwiedzito najwigcej osob i ile ich byto?
b) Ile os6b odwiedzito kiermasz podczas jego trwania?



Zadanie 9 (7 pkt.)
W pewnym zaktadzie pracy zalezno$¢ przychoddéw ze sprzedazy od wielko$ci produkcji
wyraza w przyblizeniu wzor p(n) =150n, gdzie n — oznacza liczbg sztuk wyprodukowanego
towaru, a koszty produkcji, w ztotych, okresla zalezno$¢ k(n) =n> +50n +1600 .
a) Napisz wzor funkcji z(n)- zaleznosci zysku zaktadu od wielkosci produkcji, jesli
wiadomo, ze zysk jest r6znica miedzy przychodem zaktadu a kosztami produkcji.
b) Przy jakiej wielkos$ci produkcji zysk ten wynosi 0?
c) Jaka wielkos$¢ produkcji zapewnia najwigkszy zysk? Jaki jest koszt produkcji, gdy zysk
jest najwigkszy?

Zadanie 10 (8 pkt.)

Okno na poddaszu ma ksztalt trojkata, w ktorym suma dlugosci jego podstawy 1 wysokosci
opuszczonej na podstawe tego okna wynosi 100 cm. Jaka powinna by¢ dlugo$¢ podstawy
okna, aby jego powierzchnia byla najwigksza? Oblicz maksymalna powierzchnig tego okna.

Zadanie 11 (5 pkt.)
Wyznacz najmniejsza oraz najwieksza warto$¢ funkcji f(x)=x>—5x+7 w przedziale
domknigtym <— 4,- l>.

Zadanie 12 (9 pkt.)

Dana jest funkcja f(x) =-2x" —4x+1dla x € R,

a) oblicz jej warto$¢ najwigksza w przedziale (0 ;1),

b) zapisz jej wzor w postaci kanonicznej,

¢) narysuyj jej wykres,

d) omow jaj wlasnosci: dziedzina, zbior warto$ci, monotoniczno$¢, znak funkcji.

Zadanie 13 (6 pkt.)
Szeroko$¢ dywanu jest o 5 m mniejsza od dtugosci tego dywanu. Jakie sa wymiary dywanu,
jezeli jego powierzchnia wynosi 104 m? ?

Zadanie 14 (8 pkt.)
Dane sa zbiory 4 i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory 4 i B oraz wykonaj dziatania:
AUB,ANn B, A/ B, gdy:

A={xeR:x2+%x—2>0}, Bz{xeR:xz—x+iSO}-

Zadanie 15 (9 pkt.)

Dana jest funkcja f(x)=x"+2x-3 dla x e R,

a) wyznacz jej warto$¢ najmniejsza, najwigksza,

b) oblicz, dla jakich argumentéw przyjmuje wartosci nieujemne,
¢) rozwiaz graficznie rOwnanie f(x) = - 3.

Zadanie 16 (4 pkt.)
Przeczytaj rozwiazanie ponizszego zadania. Nastgpnie przeprowadzajac analogiczne

f®

rozumowanie oblicz

, jezeli miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby 11 3.



Zadanie
0y
®)

Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby 2 i 4. Oblicz

Rozwigzanie
Funkcj¢ kwadratowa f(x)=ax’ +bx+c (a # O) mozna przedstawi¢ w postaci:
f(x)= a(x—xl)(x—xz), gdy A>0.
Z tresci zadania mamy: x, =2, x, =4.
Po podstawieniu otrzymujemy: f(x) = a(x —2)(x —4) = a(x> —4x —2x+8) = a(x’ — 6x +8)
Czyli f(x)=a(x>—6x+8).

f(7) a(7*-6-7+8) 49-42+8 15

Stad wyrazenie: = 5 =_-=5
) a(5*-6-5+8) 25-30+8 3

Odpowiedz
S

Wartoscig wyrazenia ~—— jest liczba 5.
AS)

Zadanie 17 (3 pkt.)
Rownanie 9x° — 6x —3 = 0 mozna rozwiazaé w nastepujacy sposob:
Ix* —6x+1-4=0
(9x% —6x+1)-4=0
(Bx-1)-4=0
(Bx—1-2)3x-1+2)=0
(Bx-3)3x+1)=0
x=1 v x= 1

3
Wykorzystujac wskazany sposob, rozwiaz rownanie: 25x° —10x -8 =0.

Zadanie 18 (4 pkt.)
Nierownos¢ 2(x - 4)2 —18 <0 mozna rozwigza¢ w nastgpujacy sposob:
2(x-4) -18<0e (x-4) <9 |x-4<3o 3<x-4<3oxe(l7).

Analogicznie postgpujac rozwiaz nierdwnos¢ 3(x - 1)2 -12<0.

Zadanie 19 (5 pkt.)
Liczba x, =3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej, a wierzchotkiem paraboli jest

punkt W = (1,—2). Zapisz wzor tej funkcji w postaci iloczynowe;.

Zadanie 20 (7 pkt.)

Funkcja kwadratowa f(x)=3x” +bx +c ma dwa miejsca zerowe: x, =2, x, =1.
a) Wyznacz wspotczynniki b i c.

b) Podaj posta¢ kanoniczna tej funkc;ji.



Zadanie 21 (8 pkt.)
Najwigksza warto§¢ funkcji kwadratowej f{x) wynosi 2%. Liczby 2 i 5 sa jej miejscami

zerowymi.
a) Napisz wzor funkcji w postaci ogdlne;.
b) Dla jakich argumentéw wykres funkcji f{x) lezy powyzej wykresu funkcji y =x—-57?

Poziom rozszerzony

Zadanie 1 (10 pkt.)

Dane jest réwnanie (m+1)x* —(m—2)x+(1—-m)=0. Dla jakich wartosci parametru
m € Rrownanie to ma doktadnie jeden pierwiastek? Dla wyznaczonych m oblicz ten
pierwiastek.

Zadanie 2 (6 pkt.)
Dla jakich warto$ci parametru m € R réwnanie (m—5)x” —4mx+m—2=0 ma dwa rdzne
rozwigzania?

Zadanie 3 (13 pkt.)
Dla jakich wartosci m € R rozne pierwiastki rzeczywiste rownania —x” +2mx+m—2 =0

. 1 1
spetniajg warunek —+—- < 2.
X X

Zadanie 4 (11 pkt.)

Funkcja kwadratowa y =ax’+bx+c ma jedno miejsce zerowe i do jej wykresu naleza
punkty 4 = (0, 1) 1 B = (2, 9). Wyznacz wartosci a, b, ¢ i podaj ilustracj¢ graficzna
rozwiazania.

Zadanie 5 (7 pkt.)
Dla jakiej warto$ci parametru m nieréwnosé: (5—m)x*> —2(1—m)x+2(1-m)<0
jest spetniona dla kazdego xeR?

Zadanie 6 (10 pkt.)
Funkcja g przyporzadkowuje liczbie rzeczywistej a liczbg pierwiastkoOw rownania

‘3x2 +2x—1‘ = a . Naszkicuj wykres tej funkcji.

Zadanie 7 (8 pkt.)
Dane sa zbiory 4 1 B. Wyznacz A N B graficznie 1 algebraicznie, jesli:

A:{(x,y):x,yeR i x*+y° :5} i B={(x,y):x,yeRixy=2}

Zadanie 8 (3 pkt.)
Napisz wzér funkcji kwadratowej f(x)=ax’ +bx+c wiedzac, Ze jej miejsca zerowe

spetniaja warunki: x, +x, = —%, x -x,==1, f(0)= _%.



Zadanie 9 (4 pkt.)

Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkcji  f(x) = \/ x* —mx+m+3 jest zbior liczb
rzeczywistych?

Zadanie 10 (7 pkt.)
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie x° +2(m+4)x+m>—2m=0 ma dwa rozne
pierwiastki rzeczywiste jednakowych znakow?



SCHEMAT PUNKTOWANIA - FUNKCJA KWADRATOWA

Poziom podstawowy

Numer . . .
zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
—4=a+b+c

Ulozenie uktadu trzech réwnan: {3 =4a+2b+c. 3

la

O=a-b+c
Rozwiazanie utozonego uktadu a =3, b=-2, c=-5. 3
2

1b Sprowadzenie wzoru funkcji do postaci kanonicznej: y = 3(x - %] — 5%, 3
A=064.
Naszkicowanie wykresu otrzymanej funkcji. Punkty przecigcia wykresu

Ic z osiami uktadu wspotrzednych: (— 1,0), (1%,0), (O,—S). 2

. . C 1, 3
Sprowadzenie wzoru funkcji do postaci ogolnej f(x)=——x"+x+—. 1
2 2

2a . . . : 1
Sprowadzenie funkcji do postaci iloczynowej f(x) = _E(X — 3)(x + 1), )
gdzie A=4.

2b | Naszkicowanie wykresu funkc;ji. 1
Odczytanie zbioru wartosci funkcji Y = (— 00; 2> . 1

2 Odczytanie przedzialu, w ktorym funkcja jest rosnaca. Odp.: (— 00;1). 1
Odczytanie zbioru tych argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje
warto$ci niedodatnie. Odp.: (— 00; — 1> U <3; + oo). 1

. 0=12-2b+c

Utozenie uktadu dwoch rownan . 1

3a 0=3+b+c
Rozwiazanie utozonego uktadu b =-9, c=6. 1

3y 3

3b Sprowadzenie wzoru funkcji do postaci kanonicznej y = 3[x - E] R )
A=9.

3¢ | Naszkicowanie wykresu otrzymanej funkcji. 1
Narysowanie wykresu funkcji f(x) =x. 1
Narysowanie wykresu funkcji g(x)=x>—6. 2

4 Odczytanie z wykresu odcigtych punktow wspolnych obu wykresow: -2, 3. 1
Odczytanie z wykresu, dla jakich argumentow wartosci funkcji f(x) sa i
wigksze od wartos$ci funkeji g(x). Odp.: x € (— 2;3).
Zapisanie rownania w postaci rOwnania rownowaznego 2x°> —3x—-9 =0 1

S Obliczenie pierwiastkow: x, = —%, x, =3. 1




Numer

. Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
zadania
Analiza zadania: wprowadzenie oznaczennp.a =n, b=n+2,c=n + 4, |
oraz okreslenie warunku n — liczba parzysta.
Zapisanie rownania korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
2 2 2 1
6 n +(n+2) :(n+4).
Przeksztalcenie rownania do postaci rownowaznej n° —4n—12=0. 1
Rozwiazanie utozonego rownania n, = -2, n, =6. 1
Zapisanie odpowiedzia =6, b =8, c = 10. 1
7 Schemat punktowania analogiczny jak w zadaniu 6. 5
Spostrzezenie faktu, ze skoro a < 0 to dana funkcja posiada warto$¢
o . -A —-b 1
najwigksza rowna — dla argumentu — .
4a 2a
8a 2
Obliczenie 1 sprawdzenie, ze S € <1;15> . 1
a
Obliczenie d(8) = 120 1 sformutowanie odpowiedzi. 1
Obliczenie wartosci funkcji dla argumentow naturalnych od x = 7 do )
8 [(x=7.
Obliczenie sumy d(1)+d(2) +...+ d(15) i sformulowanie odpowiedzi. 1
9a |Napisanie wzoru funkcji z(n) = p(n) —k(n) = —n* +100n —1600 . 1
9b Zapisanie rownania: —n” +100n —1600 = 01 warunku n € N . 1
Obliczenie pierwiastkow rownania: n, =20, n, =60. 2
Obliczenie: -t =50 oraz -4 =900. 2
9¢ 2a 4a
Zapisanie odpowiedzi. 1
Analiza tresci zadania: sporzadzenie rysunku i przyjecie oznaczen 1
a — dlugos¢ podstawy okna, b — dlugos¢ wysokosci okna.
Zapisanie wzoru a +b =100 i wyznaczenie z niego b =100—a . 2
Zapisanie wzoru funkcji na pole okna f(a) = %a (100 —a) 1 okreslenie 5
dziedziny a > 0i b>0, czyli a (0;100).
10 Spostrzezenie faktu, ze skoro a < 0 to dana funkcja posiada warto$¢ 1
najwigksza.
Podanie tej warto$ci argumentu, dla ktorej funkcja f(a) przyjmuje
o L -b 1
najwigksza warto$¢ x = e =50.
a
Obliczenie maksymalnego pola tego okna: P, (50) =1250cm” . 1
Sprawdzenie, ze x, ¢ <— 4;—1>. 2
Obliczenie f(—4)=43, f(-1)=13. 2
11 | Sformutowanie odpowiedzi.




Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
Okreslenie warto$ci najwigkszej w przedziale: y..= I, dlax = 0. 3
12 |Podanie postaci kanonicznej: y= -2 (x + 1)2 +3. 1
Narysowanie wykresu. 1
Opisanie wlasnos$ci funkcji. Za kazda z wymienionych wilasnosci po 1 pkt. 4
Analiza zadania, rysunek. 1
13 Podanie wzoru funkcji pola i jej dziedziny: P(x) = x(x+1), x > 0. 2
Rozwiazanie rownania P(x) = 104 i uwzglednienie dziedziny. 2
Sformutowanie odpowiedzi. Odp. 8 mna /13 m . 1
Rozwiazanie nieréwnosci 4 . 2
14 Rozwiazanie nierownosci B. 2
Zaznaczenie na osi liczbowej zbiorow A 1 B. 1
Wykonanie dziatan: A U B, AnNB, A/ B. 3
Stwierdzenie, ze warto$¢ minimalna istnieje, a maksymalna nie. 1
Obliczenie y,=-4,dlax =-1. 3
Wyznaczenie dla jakich x, y>0. Odp: xe (— 00, — 3> v, <— 1,+ oo). 2
15 Sporzadzenie wykresu funkcji liniowej y =-3. 1
Sporzadzenie wykresu funkcji kwadratowej y = x* +2x—3. 1
Odczytanie z wykresu rozwigzan: x =0, x =- 2. 1
Zapisanie funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej i miejsc zerowych. 1
Doprowadzenie funkcji kwadratowej do postaci: f(x) = a(x® —4x +3). 1
16 | Obliczenie warto$ci wyrazenia f E ) po odpowiednim podstawieniu. 1
Sformutowanie odpowiedzi: & = Z 1
f) 3
Doprowadzenie rownania do postaci: ( ) -9=0. 1
17 Doprowadzenie rownania do postaci: ( )(Sx + 2) 0. 1
. L, . 4 2
Rozwiazanie rOwnania: x = 3 vV ox= -3 1
Sprowadzenie do postaci (x - 1)2 <4. 1
Sprowadzenie do postaci |x — 1| <2. 1
18
Zapisanie nierownosci w postaci —2>x—-1<2. 1
Rozwiazanie nierownosci 1 podanie odpowiedzi: x € <— 1,3>. 1
Zapisanie funkcji w postaci kanonicznej: f(x) = a(x - l)2 -2, gdzie 1
a#0.
19 Obliczenie wspotczynnika a: a = — 2
Zapisanie funkcji w postaci iloczynowej: f(x) = %(x + 1)(x - 3). )




Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
. , C[12=-2b+c=0
Utozenie uktadu réwnan . 2
3+b+c=0
20 Rozwiazanie uktadu rownan: b =3, c¢=-6. 2
Zapisanie funkcji w postaci kanonicznej (obliczenie p 1 q 1 podanie postaci
2
. ) 1 2
kanonicznej) Odp. y = 3(x + Ej - 77 3
Zapisanie funkcji w postaci iloczynowej f(x) =a(x—-2)(x-5). 1
. . T 1
Obliczenie odcigtej wierzchotka x,, =3—. 1
2
. . . . 1 1
21 Obliczenie wspotczynnika a, korzystajac z faktu f(3 E) = 2Z Odp.a=-1 2
Napisanie wzoru funkcji w postaci ogdlnej: f(x) = —x> +7x—10. 1
Zapisanie nierownosci f(x) > x—35. 1
Rozwiazanie nierdwnosci: x € (I;5). 2
Poziom rozszerzony
Numer . . .
zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
Zapisanie uktadow warunkow, dla ktérego rownanie ma jedno
rozwiazanie:
a=0 a#0 2
I lub 1I .
b+#0 A=0
Rozwiazanie I przypadku: a =0 m=-1;b=3,czyli b#0. 2
1 Rozwiazanie warunku: a # 0 < m = —1. 1
Wyprowadzenie wyrazenia: A =5m’> —4m . 1
Rozwiazanie rownania: A=0<m=0vm= 3 1
Uwzglednienie rozwiazan I 1 II: Rownanie ma jeden pierwiastek
dla m e {— 1;0;%} 1 obliczenie tych rozwiazan. 3
. a#0
Zapisanie uktadow warunkow: . 1
A>0
2 Rozwiazanie warunku: a # 0 < m # —1. 1

Wyprowadzenie wyrazenia: A = 5m’> —4m .




Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
. . . 4
Rozwiazanie nierdwnosci: A >0< m e (— oo;O)u (g;+ooj . 2
2 4
Wyznaczenie rozwiazania ukltadu: m e (— oo;—l) U (— 1;0) U (§;+00J . 1
A>0
Zapisanie uktadow warunkow: L + L <9 - 1
XX
Wyprowadzenie wyrazenia: A = 4m” +4m—3§. 1
Rozwigzanie nieréwnosci: A>0< m e (— 00;—2)u (1;+oo). 2
. . 1 +x,) —2x, -
Przeksztalcenie wyrazenia: — +— = (5 +x,) le %2 2
R) XX (x1 -xz)
Zastosowanie wzorow Viete’a: x, +x, =2m oraz x,-x, =2-m. 2
o o1 2m* +10m —12
Sprowadzenie nierowno$ci : — +— <2 & mo Om2 <0. 1
Xy X (2 - m)
Rozwiazanie nierownosci: m € <— 6;1> ) 3
Wyznaczenie rozwigzania uktadu warunkow: m e <— 6;— 2). 1
a#0
) b*—4ac=0
Utozenie uktadu réwnan 5
l=a-0°+b-0+c 4
4 9=a-2*+b-2+c
Rozwiazanie uktadu rownan. 2
Wykonanie ilustracji graficznej rozwigzania. 4
Udzielenie odpowiedzi. Odp. a=4,b=-4,c=1luba=1,b=2c=1. 1
Zauwazenie, ze dla zadnego m funkcja ta nie jest funkcja liniowa stata.
5-m=0
Uktad §— 2( 1- m) =0 jestsprzeczny. 1
2(1-m)<0
S o . e a<0
Okreslenie warunku zadania dla tr6jmianu kwadratowego 0 |
<
Wyprowadzenie wyrazenia: A = 4(1—m)m—9). 1
Rozwiazanie uktadu nierdbwnosci. 3
Sformutowanie odpowiedzi . Odp. m € (9, + oo). 1
Wykres funkcji y=3x”> +2x —1. 2
6 Wykres funkcji y=[3x + 2x — 1‘ wraz z prosta y = a.. 2
Analiza ilo$ci rozwigzan. 4
Sporzadzenie wykresu funkcji g(a). 2




Numer

. Etapy rozwigzania zadania L. pkt.
zadania
Zaznaczenie na uktadzie wspotrzednych zbiorow A, Boraz A N B. 3
2 + 2 =5
Zapisanie uktadu rownan vy . 1
7 xy =2
Rozwiazanie uktadu rownan. 4
Odp. AnB={(-2,1); (-1,-2);(2,1); (1, 2) }.
Obliczenie wspolczynnika c: — 3 1
. . , . 3
8 Obliczenie wspotczynnika a: 3 1
. . , . 9
Obliczenie wspotczynnika b: e 1
Zapisanie warunkow: a=1>0 A A<0. 1
9 Obliczenie A =m’ —4m—12. 1
Rozwiazanie nieréwnosci m” —4m —12 < 0 i sformutowanie odpowiedzi: 5
me <— 2;6> .
a#0
Zapisanie uktadu warunkow: A>0 2
X -x, >0
Obliczenie A =40m + 64 i rozwigzanie odpowiedniej nierdwnosci. 2
10 | Obliczenie x, -x, = m”> —2m. 1

Rozwiazanie nierdwnosci m” —2m > 0. Odp. m € (—0,0) U (2,+wx).

Wyznaczenie czg$ci wspdlnej rozwigzan warunkow uktadu:

me (—1%,0) U (2,40).




