CIAGI LICZBOWE

Poziom podstawowy

Zadanie 1 (4 pkt.)

. . . , n+10
Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a, =
n+

,ne N, . Czy istnieje wyraz tego ciagu, ktory

no*

. . 3
jest rowny 5 ? Wyznacz a,,, —a

Zadanie 2 (6 pkt.)

Marek chee przekopaé swoj przydomowy ogrodek. Pierwszego dnia przekopat 27 m’. Aby
przyspieszy¢ prace, postanowit kazdego nastgpnego dnia przekopywac o 4 m* wigcej niz
poprzedniego. W ciagu ilu dni zakonczy prace, jesli powierzchnia ogrodka wynosi 7, 83 a ?

Zadanie 3 (6 pkt.)

Rozwiazemy rownanie: 4 +8 + 12+ ... + x* = 8320.

Mozemy to robi¢ w nastgpujacy sposob.

Zauwazmy najpierw, ze lewa strona jest suma pewnej liczby wyrazow ciagu arytmetycznego.
Oznaczmy:

t= xz,

n — liczba sktadnikoéw sumy po lewej stronie rownania.

Woéwczas, korzystajac ze wzorow dla ciagu arytmetycznego, mamy: ¢ =4+ (n—1)-4,

441

8320 = n.

t=4+4n-1)

Rozwiazujac uklad rownan:
A % 1 = 8320

t =256 )
. Zatem x~ =256, skad

otrzymujemy: {

x=16lubx=-16.
Wykorzystujac powyzsze rozumowanie, rozwiaz rownanie:
86+82+78+ 74+ ...+ (x> +3x—2)=968.

Zadanie 4 (2 pkt.)
Dane sa liczby: a = V3- Lb=2(2- \/5),0 = 2(3\/5 —5). Czy liczby a, b, c moga by¢ trzema
pierwszymi wyrazami ciagu geometrycznego?

Zadanie 5 (4 pkt.)

Marek wplacit do banku 2000 zt na lokat¢ terminowa. Roczna stopa procentowa w tym
banku wynosi 3, 6%, a bank kapitalizuje odsetki co kwartat. Czy po 4 latach od momentu
wplacenia suma, jaka wyptaci bank Markowi bedzie wigksza od wptaconej o 15, 4%?
Odpowiedz uzasadnij. Nie uwzgledniaj podatku od odsetek bankowych.

Zadanie 6 (6 pkt.)

B n’+10

n 2
n°-—

Wyznaczymy te wyrazy ciagu o wyrazie ogélnym a , ktore sa wyrazami

catkowitymi.



Mozemy to zrobi¢ w nastgpujacy sposob.

2 2
nn2+—130 = n23—+313 =1+ n2133 . Aby ostatnie wyrazenie byto
liczba catkowita, mianownik ulamka musi by¢ rowny jednej z liczb: 1, -1, 13, -13. Mamy
zatem
n*—3=11ubn’*—3=-11lubn*—3=13lub n* — 3 = -13. Oczywiscie interesuja nas tylko te
rozwiazania tych rownan, ktore naleza do zbioru liczb naturalnych. Sa nimi: n = 2 oraz n = 4.
Tak wigc tylko wyrazy a> 1 a4 sa liczbami catkowitymi.

Zauwazmy najpierw, ze

Wykorzystujac powyzsze rozumowanie, wyznacz te wyrazy ciagu o wyrazie ogdélnym

2
a, = 2n2 1 , ktore sa liczbami catkowitymi.
n —
Zadanie 7 (5 pkt.)

W pewnym ciagu arytmetycznym (a,) mamy: a; + as = 16 oraz a; + a9 = 46. Czy liczba
a,+a,+a,+..+a,, jestpodzielna przez 41 ?

Zadanie 8 (4 pkt.)

Dany jest ciag a, =7 _25_n'

a) Znajdz setny wyraz tego ciagu.
. 3
b) Ktérym wyrazem tego ciagu jest 2§ ?

c) lle wyrazow dodatnich ma ten ciag?

Zadanie 9 (5 pkt.)
Dany jest ciag (an) okreslony wzorem a, = 2n> +2n—3.

a) Zbadaj monotonicznos$¢ tego ciagu.
b) Migdzy ktorymi kolejnymi wyrazami tego ciagu rdznica jest rowna 487

Zadanie 10 (4 pkt.)
Znajdz liczbg x, dla ktorej liczby x, x+3, 16 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.

Zadanie 11 (3 pkt.)
Liczby 2x* +9x, x> +x, —3x —4 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Oblicz x.

Zadanie 12 (3 pkt.)

. . . . . n + 3
Dane sa dwa ciagi (an) i (bn). Ciag (an) okreslony jest wzorem ogélnym a, =( N 1],
n

natomiast b, = V2n* = n. Oblicz a,-b,.

Zadanie 13 (3 pkt.)
Liczby 102, 105, 108, 111,..., sa kolejnymi poczatkowymi wyrazami pewnego ciagu
arytmetycznego (an ) Zapisz wzor og6élny na n-ty wyraz tego ciagu. Oblicz sume szesnastu

poczatkowych, kolejnych wyrazoéw tego ciagu.



Zadanie 14 (5 pkt.)

Wszystkie liczby naturalne dwucyfrowe, podzielne przez 6 sa kolejnymi wyrazami pewnego
ciagu rosnacego.

a) Zapisz wzor ogdlny na n-ty wyraz tego ciagu.

b) Oblicz, ile wyrazéw ma ten ciag.

¢) Oblicz sumg pigtnastu poczatkowych kolejnych wyrazéw tego ciagu.

Zadanie 15 (4 pkt.)
Aby rozwiazac¢ roGwnanie

14+ 2x+4x* +8x° +16x* +32x° =0,

mozna wykorzysta¢ wiadomosci dotyczace ciagu geometrycznego.
Zauwazmy najpierw, ze lewa strona réwnania jest suma szesciu poczatkowych kolejnych
wyrazOow ciagu geometrycznego, w ktorym a, =1 1 g = 2x. Stwierdzamy ponadto, ze liczba

5 nie spelnia tego rownania. Stosujac wzér na sumg wyrazoOw ciggu geometrycznego

o - () o
przeksztatlcamy roéwnanie wyjsciowe do postaci T =0, stad otrzymujemy réwnanie
-2x
6 , . L 1 1 S ey
(Zx) =1, ktérego rozwigzaniami sa liczby x, = 5 oraz x, = 5 Poniewaz wiemy, ze liczba
5 nie jest rozwigzaniem danego rownania, stwierdzamy ostatecznie, ze rozwiazaniem

réwnania wyjsciowego jest liczba 3

Stosujac analogiczny spos6b rozumowania, rozwiaz rownanie:
l+x+x>+x +x" + x> +x°+x’ =0.

Zadanie 16 (4 pkt.)

Bank przyznal Mieczystawowi Mieciowi 20000 zt kredytu oprocentowanego na 9%
w stosunku rocznym. Kredyt ma by¢ sptacany przez 4 lata w réwnych miesigcznych ratach.
Oblicz wysoko$¢ comiesigcznej raty.

Poziom rozszerzony

Zadanie 1 (5 pkt.)

a =9
Dany jest ciag, okre§lony nastgpujaco: { 1 dla n>1.
a,=a,  +8n,

Znajdz i udowodnij wzor na wyraz ogolny tego ciagu.

Mozna to zrobi¢ nastgpujaco. Najpierw wypiszmy kilka pierwszych wyrazéw tego ciagu:
a;=3%, a,=5% a3 ="7". Przypuszczamy wiec, ze dla kazdego n e N, zachodzi a, = 2n+1)*.
Udowodnimy to metoda indukcji matematyczne;.

1°. Na mocy okreslenia ciagu a; =9 = (2 - 1 + 1)°. wiec wzor nasz jest prawdziwy dla n = 1.
2°. Wykazemy, ze dla dowolnego ke N ik > 1z faktu, ze a, = (2k+1)° wynika, Ze

a,., =(2k+3).



Dowdd (indukcyjny): Zauwazmy, ze L, = a,,, = a, + 8(k +1) (z okreslenia ciagu).

Dalej, na mocy zatozenia indukcyjnego, mamy wigc:
L, =Q2k+1)*+8(k+1)=4k> + 4k +1+8k +8=4k> +12k+9=(2k+3)> =P,. Na mocy
zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowolnego ne N,n>1 zachodzi
a, =(2n+1)*, co konczy dowdd.

Wykorzystujac powyzsze rozumowanie znajdz i udowodnij wzdér na wyraz ogo6lny ciagu,
a, =25

a,=a, +8n+8

okreslonego nastgpujaco: { dlan>1.

Zadanie 2 (4 pkt.)

Oblicz granice:
a) lim(n’+2n+3 —vn>+3n+2),

n+l . n+2
b) limo— >4

n—>+o0 22n+1+3n—2 :

Zadanie 3 (6 pkt.)
Wyznacz zbiér rozwigzan nierownos$ci

2 3
X X X
— +|——| +...<1.
I-x (l—xj (l—xj

Zadanie 4 (5 pkt.)
Udowodnij, ze jezeli miary trzech kolejnych katow czworokata wpisanego w okrag tworza
ciag arytmetyczny, to co najmniej dwa katy tego czworokata sa proste.

Zadanie 5 (6 pkt.)

Wyznacz wartoéci a 1 b tak, aby ciag -2, a°, b7 , -20 mial te wlasno$é, ze trzy jego pierwsze
wyrazy stanowig trzy kolejne wyrazy pewnego ciagu geometrycznego, za$ trzy ostatnie — trzy
kolejne wyrazy pewnego ciagu arytmetycznego.

Zadanie 6 (8 pkt.)
W pewnym ciagu geometrycznym roznica kwadratow pierwszego i drugiego wyrazu wynosi
12, za$ roznica kwadratow pierwszego i trzeciego wyrazu 15. Znajdz piaty wyraz tego ciagu.

Zadanie 7 (7 pkt.)
Wyznacz wszystkie x € <0; 7z>, dla ktérych liczby sin®x, sin®x+cos’x, sin’x+2cos’x

sa trzema kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego, w ktorym suma czterech
pierwszych wyrazow jest rowna 6.

Zadanie 8 (6 pkt.)
. . . 2 : .
Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktorych liczby: 9, 3* +§, 9% sa trzema kolejnymi

wyrazami ciggu geometrycznego.



Zadanie 9 (4 pkt.)
Wykaz, ze jezeli (an) jest ciagiem geometrycznym o wyrazach dodatnich, to ciag (bn)

o wyrazie ogoélnym b, =log, a, jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 10 (5 pkt.)
Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktorych pierwszy, drugi 1 czwarty wyraz nieskonczonego
ciagu geometrycznego (x,l,...) sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

Zadanie 11 (6 pkt.)
Udowodnij stosujac zasadg indukcji matematycznej ze, dla kazdego catkowitego, dodatniego

. 1
n zachodzi rownosé: 2 +5+8+...+(3n—1)= %nz o

Zadanie 12 (5 pkt.)
Suma n poczatkowych, kolejnych wyrazow ciagu (an), jest obliczona wedlug wzoru

S, =n’+3n (n eN’ ) Wykaz, ze ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 13 (11 pkt.)

pE +8—x+...>2" ~0,(9), gdzie lewa strona tej nieréwnosci jest
suma nieskonczonego ciagu geometrycznego.

O |
Rozwiaz nierowno$¢ — +

Zadanie 14 (5 pkt.)
Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu o wyrazie ogdlnym:

n*=7Tn+10

a =
\/n2+3n+3—\/n+2

n




SCHEMAT PUNKTOWANIA - CIAGI LICZBOWE

Poziom podstawowy

Numer . . . Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktéw
Ulozenie rownania -~ 10 = é 1
n+2 2
Rozwigzanie rownania. 1
Wyznaczenie wyrazu a, .. 1
1
Wyznaczenie a,,, —a, = 16 1
y n+2 n }’l2+6l’l+8
Zamiana arOw na metry. 1
Okreslenie a;1 7. 1
Zapisanie sumy n wyrazow ciagu arytmetycznego S = n(25+2n). 1
Zapisanie nierownosci 1 wyznaczenie jej dziedziny {
2 n(25+2n))783,ne N, .
Rozwiazanie nieréwnosci. 1
Sformutowanie poprawnej odpowiedzi: w ciagu 15 dni. 1
Przyjecie oznaczenia t = x’ +3x—2. 1
t=90-4n
Utworzenie uktadu rownan 86+t ,gdzie n—liczba
968 = ‘n 2
3 sktadnikow po lewej stronie.
t=2
Rozwiazanie uktadu: . 2
n=22
Obliczenie x.Odp. x=4 lub x=1. 1
Zapisanie warunku wykorzystujacego wtasnos¢ ciagu geometrycznego. 1
4 Sprawdzenie, ze zachodzi rowno$¢: — = % 2
a
Obliczenie kwartalnego oprocentowania: 0,9% = 0,009. 1
Obliczenie kwoty, jaka wyptaci bank )
K =2000(1 + 0,009)'° ~ 2308.28 [z1].
5 Obliczenie 15, 4% kwoty 2000 zt 1 udzielenie poprawnej odpowiedzi 1
(tak).
Przeksztalcenie do postaci a, =2 — 27 5 1
n —
Wskazanie, ze w mianowniku utamka moga by¢ liczby 1, -1, 7, -7
(dzielniki liczby 7). 1
6 Utworzenie 1 rozwigzanie rownan. o)
Wyznaczenie szukanych wartosci # 1 sformulowanie poprawne;j )

odpowiedzi (a; 1 a3 ).




Numer . . ) Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktéw
Utworzenie uktadu rownan z niewiadomymia; 1 7. 1
Wyznaczeniea; 1 7. 2
Wyznaczenie sumy 133 wyrazéw ciagu. 1
7 . . -
Wykazanie, ze jest ona podzielna przez 41. 1
Obliczenie setnego wyrazu ciagu: a,,, =-33. 1
Obliczenie wartosci n, dla ktorej a, = 2%: n=11. 1
8 Zapisanie uktadu warunkow: { ! 1 podanie poprawnej odpowiedzi: ’
neN,
17 wyrazow.
Wyznaczenie wyrazu a,, =2n° +6n+1. 1
Wyznaczenie roznicy a,,, —a, =4n+4. 1
Zapisanie odpowiedzi uwzgledniajacej zatozenie n € N, : badany ciag |
9 jest rosnacy.
Zapisanie 1 rozwigzanie warunku a,,, —a, =48:n=11. 1
Podanie poprawnej odpowiedzi: migdzy a,, a a,, . 1
Wykorzystanie wtasnosci ciagu geometrycznego i utozenie réwnania:
x+3 16 1
np. = .
X x+3

10 | Wyznaczenie dziedziny rOwnania. 1
Doprowadzenie rownania do postaci: x° —10x+9=0. 1
Rozwiazanie otrzymanego rownania: x=1 lub x=9. 1
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i uloZenie rownania: np. {
(x2 + x)— (2)63 + 9x)= (— 3x— 4)— (x2 + x).

11 Doprowadzenie réwnania do postaci: (x — 1)(x2 + 2) =0. 1
Rozwigzanie otrzymanego rownania: x =1. 1
Wyznaczenie a, : a, =21. 1

12 Wyznaczenie b, : b, = 442-2. 1
Obliczenie iloczynu a, -b, : a, b, = 84+/2 —42. 1
Wyznaczenie réznicy r ciggu arytmetycznego: r = 3. 1

13 Wyznaczenie wzoru na n-ty wyraz ciagu (an ) ca,=99n-3 dlaneN,. 1
Obliczenie sumy: S, =1932. 1
Zauwazenie, ze pierwszy wyraz ciagu jest rowny 12, za$ roznica rbwna 1
si¢ 6.

Zapisanie wzoru na n-ty wyraz tego ciggu: a, =6n+6 dlane N, . 1
Wyznaczenie najwigkszej liczby dwucyfrowej podzielnej przez 6: 96. 1

14 | Wyznaczenie ilo$ci wyrazow ciagu spetniajacego warunki zadania: 1
n=15.

Obliczenie sumy: S5 = 810. 1




Numer . . ) Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktéw
Zauwazenie, ze lewa strona réwnania jest suma o$miu poczatkowych i
kolejnych wyrazow ciagu geometrycznego, w ktorym a, =11 g = x.
: : =) ,
Przeksztatcenie rownania do postaci ﬂ = ( 1 zapisanie zalozenia 1
15 x#1.
Rozwiazanie rownania: x =1 Iub x=-1. 1
Wybranie odpowiedzi uwzgledniajacej zatozenie: x = —1. 1
3
Obliczenie miesigcznego oprocentowania: Z% = 0,0075. 1
Wyznaczenie ilo$ci rat n=48. 1
o 1 *
16 | Zapisanie wzoru: R = 20000 -0,0075 -%. 1
(1,0075)" —1
Obliczenie wysoko$ci comiesi¢cznej raty: R = 497,70 zt. 1
Poziom rozszerzony
Numer . . . Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktéw
Wypisanie kilku pierwszych wyrazow. 1
Zapisanie hipotezy dotyczacej szukanego wzoru a, = (2n+3)” dla {
dowolnego n e N, .
1 Udowodnienie wzoru metoda indukcji matematyczne;. 3
Rozszerzenie roznicy (w punkcie a)) o sume identycznych pierwiastkow. 1
. . . 1
Obliczenie granicy (— 5 ). 1
2 Przeksztalcenie utamka (w punkcie b)) z wykorzystaniem dziatan na 1
potegach.
Obliczenie granicy (-40). 1
Zauwazenie, ze lewa strona nierOwnosci jest suma szeregu
geometrycznego, obliczenie jej 1 zapisanie nierdwnosci i
z wykorzystaniem obliczonej sumy 2 <l1.
—2x
Wyznaczenie dziedziny nieréwnosci x € | — OO’E . 3
Wyznaczenie rozwigzania nierownosci. 2
Podanie rozwiazania nierownosci z uwzglednieniem jej dziedziny
1

1
(xe (— oo,gj ).




Numer
zadania

Etapy rozwigzania zadania

Liczba
punktow

Analiza zadania (rysunek i oznaczenia).

1

Wykorzystanie wlasno$ci czworokata wpisanego w okrag do utworzenia
jednego zréwnan a+r+ f =a+a+2r,gdziea, a+r, o+ 2r — miary
trzech kolejnych katow, ktorych mowa w zadaniu,  — miara czwartego
kata.

Wykorzystanie wlasno$ci sumy miar katéw czworokata do utworzenia
drugiego rownania a+a+r+a+2r+ f =360°.

Zauwazenie, ze z powyzszych rownan wynika, ze f=a +r =90°.

Uzasadnienie, ze istnieja co najmniej dwa katy proste. Dla » > 0 sa
doktadnie dwa, a dla » = 0 sa cztery.

Analiza zadania.

a’-20
Utozenie uktadu rownan 2
at =-2b°

b3

Rozwiazanie réwnania a* +a>-20=0.

. . . ) ... la=2 a=-2
Obliczenie b 1 podanie odpowiedzi: 5 v .

a(1-¢*) =12

Utworzenie uktadu rownan .
a;(1-¢*) =15

Podanie zalozen: g #1,g # —1.

Rozwiazanie uktadu

a, =4 a, =—4 a =4 a, =—4

1 lub lub 1 lub 1.
== |q= q=-= |q=-=

1
=5 2 2 2

. o . 1 1
Obliczenie piatego wyrazu ciagu : Zlub— R

Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i ulozenie rownania:
sin® x +sin” x + 2cos” x
2

sin? x + cos? x =

Podanie rozwiazania rGwnania uwzgledniajacego dziedzing: x € <O, 7z> .

. e . . s 2
Wyznaczenie réznicy ciagu arytmetycznego: » =sin” x.

Wyznaczenie czwartego wyrazu ciagu arytmetycznego:
a, =sin’ x+3cos” x.

Wyznaczenie sumy: S, =2- (2 sin” x +3cos’ x)

Doprowadzenie rownania 2 - (2 sin” x + 3 cos’ x) =6 do postaci sinx = 0.

Rozwiazanie rownania: x =kzx Ak € C.

Wybor rozwiazania spetniajacego warunki zadania: x =0v x = 7.




Numer

. . . Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktow
Wykorzystanie wtasnosci ciagu geometrycznego i utozenie réwnania:
2
(3)«_'_2) =9.9% 1
9
Przeksztatcenie réwnania wyktadniczego do postaci: |
o 162(3*) -9-37 -1=0.
Podstawienie: 3* =t i zapisanie rOwnania za pomoca . 1
. L . 1
Rozwigzanie rOwnania: t = ——v it =—. 1
18 9
. . . 1
Wybor rozwiazania z uwzglednieniem warunku, ze £)0: ¢ = s 1
Rozwiazanie réwnania 3" = 9 1 zapisanie odpowiedzi: x = -2. 1
Zapisanie zatozen: a,)0, ¢)0 dla n € N, 1 wyznaczenie b, ,, =log. a, . 1
Zastosowanie definicji ciagu geometrycznego, twierdzenia dotyczacego 5
9 dziatan na logarytmach i1 wyznaczenie roznicy b,,, —b, =log, q.
Zauwazenie, ze logs g € R 1napisanie wniosku. 1
Okreslenie dziedziny rOwnania. 1
Wyznaczenie czwartego wyrazu nieskonczonego ciagu geometrycznego:
1 1
2
X
Wykorzystanie wtasnosci ciagu arytmetycznego i utozenie rOwnania:
X+ 5 1
1= X
10 2
Doprowadzenie rownania do postaci: (x - 1)(x2 —-X— 1) =0. 1
. L 1- 1
Podanie odpowiedzi: x =1v x = T\/g VX= +2\/§ . 1
Sprawdzenie, ze dla n = 1 zachodzi réwnos¢. 1
L . . 1
Zapisanie zatozenia indukcyjnego: 2+5+8+...+ (3k - 1) = %kz + Ek, 1
11 gdzie k jest ustalong liczba naturalng wigksza lub rowna 1.
Zapisanie tezy indukcyjne;j:

1
2+5+8+...+(3k—1)+(3k+2)=%(k+l)2+E(k+l). !
Przeprowadzenie dowodu tezy indukcyjne;j. 2
Sformutowanie odpowiedzi. 1
Zapisanie, ze a,,, =S, —S,. 1
Wyznaczenie a,,, =2n+4. 1

12

Obliczenie n-tego wyrazu ciagu: a, =2n+ 2.




Numer . . ) Liczba
zadania Etapy rozwiazania zadania punktéw
Zapisanie r6znicy dwdch dowolnych, kolejnych wyrazow tego ciagu: {
12 r=a,,—a,.
Obliczenie rdznicy ciagu i1 stwierdzenie, ze ciag jest arytmetyczny. 1
. .. 1
Obliczenie ilorazu g = —. 1
. ., L1
Rozwiazanie nieréwnosci 2—x<1 1 x)0. 2
13 Zapisanie lewej strony nierownosci jako sumy szeregu geometrycznego:
1 1
2° -1
Zamiana utamka 0,(9)=1. 1
Podstawienie 2* =1 A £)0. 1
L . 1
Zapisanie nierownosci za pomoca t: t_1>t -1,t#1. 1
Rozwiazanie nierdwnosci: ¢ € (—0,0)U (1,2). 2
Wybor rozwiazania spetniajacego warunki zadania: 2 € (1,2). 1
Rozwiazanie nierdwnosci 1< 2* < 21 podanie odpowiedzi: x € (0,1). 1
Usunigcie niewymierno$ci z mianownika. 1
Stwierdzenie i uzasadnienie, ze mianownik jest liczba dodatnia dla 5
14 dowolnego n € N, .
Zbadanie znaku licznika. 1
Sformulowanie stad wniosku: ciag nie jest monotoniczny. 1




